न्यूटोनजिया ग्रह पर जनसंख्या नियंत्रण, . . . 


श्रेणियां और अनंत श्रेणियां 


जयश्री सुब्रह्मण्यम 


संदर्भ के अंक 53 में ज़रा सिर खुजलाइए स्तंभ में प्रस्तुत पहेली में 
“न्यूटोनिया ग्रह पर जनसंख्या नियंत्रण” के हल में कुछ गणितीय श्रेणियों 
का ज़िक्र किया गया था। इस लेख में जयश्री सुब्रह्मण्यम उन श्रेणियों के 
कुछ अन्य पहलुओं व विशेषताओं की ओर ध्यान दिला रही हैं। 


संदर्भ के पिछले अंक में आपने समस्या को सुलझाने के लिए एक अनंत यानी अंतहीन 
(॥7#7) श्रेणी का जोड़ किया थाः 


५ 2 5 
4+ 92 +297 ४277" गनप 5 एव -«« () 
और इसे हल करने के लिए आपने एक तरीका अपनाया: 
पं टय 2५ ८2 2 
मानो कि न 0000 तॉफिक। 2४७: 20) 
दोनों ओर >६ से गुणा करने परः 
2 4 8 6 
-3 तु -----/---+.. 
है] 9 2 ह] 
न्त्ञ न्दू (समीकरण-2 के आधार पर) 


2 2.॥| 
इसलिए >>|->>|>>> यानी ८2 
037 7, 


(७ का मान मानते हुए समीकरण- में से | छोड़ने की क्‍या ज़रूरत थी? आप 
४7+26+ %+ ...... मानकर देखिए और उसे दोनों तरफ %६ से गुणा करके देखिए कि 
क्या पातें हैं 2) 


परन्तु अगर आपके पास इस तरह की एक श्रेणी होती  +22+ 24 +“»६+ ......- 
और उसका हल ढूंढने के लिए यही तरीका/ट्रिक अपनाएं तो क्‍या होगा ? 


मान लीजए ४526+9/+2:६+...हैैहन ६) 
इस बार हमें दोनों तरफ 2£ से गुणा करना है जिससे हमें मिलेगा 
3 927 8] 
पट 
2 थ4 8 ॥6 
तक“ प्र (समीकरण-3 इस्तेमाल करते हुए) 
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37. 27032 “3 
औ--> ल्‍ -- 3४४55 
9. 59 2:70 (59 
इसलिए -»*53 या ४-3 
यानी कि उस श्रेणी का जोड़ -3--2 है। 
यह संभव है क्या? क्‍या हम बहुत-सी धनात्मक संख्याओं के जोड़ के रूप में एक 
ऋणात्मक संख्या प्राप्त कर सकते हैं? 
एक और उदाहरण देखें 
[0 207 कप ६) 
और यही तरीका अपनाते हुए इस बार मान लें कि 
&४- ]+] +]* +....(5) 
दोनों ओर । से गुणा करने पर: 
].४5] +7 +.... 
अजऋ- (समीकरण-5 की मदद से) 
“. 7-%-»४5८0 यानीकि 5"0 !!! 
यह तो संभव ही नहीं है! ऐसा क्‍यों होता है ? 


आप ध्यान से इन तीनों श्रेणियों को देखिए: 
]+24+%0+ $27+ री (7) 
7+22+24+ ४ हम (7) 
॥4#5 करा, कक 2 (7) 


इन सब श्रेणियों को पॉवर/घात श्रेणियां कहते हैं क्योंकि इन श्रेणियों में हर पद किसी 
नियत संख्या की घात है। किसी पॉवर श्रेणी का सामान्य स्वरूप ऐसा होगाः 

]+४+ 5४ +%& +... 

पहली श्रेणी में 5 है, दूसरी श्रेणी में ४5 26 है, और तीसरी में ४-] है। 
पहली श्रेणी का जोड़ निकालने के लिए हमने जो तरीका अपनाया, वही तरीका दूसरी 
और तीसरी श्रेणी के संदर्भ में विचित्र जवाब देता है। ऐसा क्‍यों होता हैं? 

तीसरी श्रेणी को देखें। अगर हम । को अनंत बार जोड़ें तो हमें जोड़ अनंत ही मिलेगा। 
दूसरी श्रेणी में हरेक पद/टर्म या तो एक के बराबर है या उससे बड़ा हैः 

22 55 9 20 529%7], बा -3.375 >] 


यानी कि इस श्रेणी का जोड़, तीसरी श्रेणी के जोड़ से ज़्यादा होगा जिसमें हरेक पद | है। 
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अभी हमने देखा कि जिस श्रेणी में सब पद । के बराबर हैं उसका जोड़ अनंत होता है। 
इसलिए दूसरी श्रेणी का जोड़ अनंत से ज़्यादा होगा। परन्तु अनंत से ज़्यादा क्या हो 
सकता है? इसलिए दूसरी श्रेणी का जोड़ भी अनंत होगा। 

(गए) और (77) जैसी श्रेणियां जिनका जोड़ अनंत (००) हो उन्‍हें करए्थष्टआ या 
अपसारी श्रेणियां कहते हैं। जो तरीका हमने पहली श्रेणी को हल करने के लिए 
अपनाया वह डायवर्जेंट श्रेणियों के लिए काम नहीं करता। पहली श्रेणी ८णाएशइथा। 
यानी अभिसारी है जिसमें कि अनंत पदों का जोड़ अनंत नहीं है बल्कि एक वास्तविक 
संख्या है। इसलिए उसका जोड़ निकालने के लिए यह तरीका काफी कारगर है। 
परन्तु हम पहले से कैसे पता करें कि कोई श्रेणी डायवर्जेट है या कोनवर्जेट 2 सामान्य 
तौर पर यह पता करना आसान नहीं होता। परन्तु पॉवर श्रेणियों के लिए एक प्रमेय है 
जिसके अनुसार श्रेणी कोनवर्जेट तभी होगी अगर 0 < | अं | < | यानी कि उसके हर पद 
का मान | से कम और शून्य से ज़्यादा या शून्य के बराबर है। 

पहली श्रेणी के लिए |॥|- ><। इसलिए यह कोनवर्जेट है और इसलिए हम उसके लिए 
वह खास तरीका अपना संके। 

दूसरी और तीसरी श्रेणी के लिए |#|2। इसलिए वे डायवर्जेट हैं। 


अब एक और श्रेणी को देखें: 


यह भी एक पॉवर श्रेणी है जिसमें ४7->€ है। 
इसलिए || 2 ८-2४ <। यानी कि यह श्रेणी भी कोनवर्जेट है। इसका जोड़ क्‍या 
होगा 7 वही अपनाते हुए 

>4+ 4५ 275 > “की ] (7) 


दोनों तरफ -2/3 से गुणा करने पर 


2० 5-24+%-%,+५..... 


- न ४ - ४ -|] (समीकरण-7 इस्तेमाल करने पर) 


च्रे [5 ४+ 5 ड्ट 24  जरे&चर > 
आप भी अन्य श्रेणियों की जांच करके देखिए कि वे कोनवर्जेट हैं या डायवर्जेट, और 
फिर उन पर यही तरीका अपनाकर देखिए कि जवाब क्‍या आता है। 


जयश्री सुब्रह्मण्यम: गणित में अध्ययन और हे के बाद एकलव्य में गणित 
शिक्षण पर काम कर रही हैं। भोपाल में रहती हैं। 
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